n 
D 


Ss Büschel von Kegelschnitten, 


welches 


N ‚Ebenenbüschel aus einem Kegel Il. Ordnung ausschneidet. 


r 


Inaugural-Dissertation 


zur 


Erlangung der Doctorwürde 


der 


philosophischen Facultät zu Giessen 


vorgelegt 


Peter Ditimar 


aus Nieder-Ohmen 
im Juli 1888. 


 —_ ma > —— 
Giessen. 


Druck von Wilhelm Keller. 


1888, 
7 


Seinem hochverehrten Lehrer 


dem verewigten 


Herrn Professor Dr. Richard Baltzer 


als Zeichen getreuen Angedenkens 


gewidmet vom 


Verfasser. 


., h 
Z a2 4% LYCR rief ? 
08} bissl] U 10888191 
5 snölltrshbsunh ansteuern RT? 4 


Pi 


Vorbemerkung. 


Die Untersuchung der Kegelschnitte am Kegel wurde lange vernachlässigt. Dandelin 
veröffentlichte in den Memoiren der Brüsseler Akademie zu Anfang unseres Jahrhunderts die 
erste dahin gehörige Arbeit. Quetelet untersuchte den Ort der Brennpunkte eines Büschels 
von Kegelschnitten, das von einem solchen Ebenenbüschel aus einem geraden Kegel ausge- 
schnitten wird, dessen Gerade Tangente der Basis des Kegels ist. Er fand eine Kurve 3. Ord- 
nung und gab ihr den Namen Fokale. (Quetelet, dissertatio de quibusdam locis geometrieis nec 
non de curva focali, Gand 1819.) 

Van Rees ging dann einen Schritt weiter und stellte sich folgende Aufgabe : Eine Ellipse 
werde durch Geraden eines senkrecht über ihrem Centrum gelegenen Punktes projiciert. Die 
projicierenden Geraden bilden eine Kegelfläche. Ein Ebenenbüschel, dessen Gerade Scheitel- 
tangente zur grolsen Axe der Ellipse ist und das zu dem Axenschnitte des Kegels, der die 
grolse Ellipsenaxe enthält, normal ist, schneidet aus dem Kegel ein Büschel von Kegelschnitten 
aus. Gesucht wird der Ort der Brennpunkte desselben. Er fand eine Kurve 3. Ordnung in 
dem genannten Axenschnitte des Kegels. 

Chasles bemerkte dann später, dals die Brennpunkte des Kegelschnittbüschels nicht alle 
auf dieser Kurve liegen, sondern dafs die fehlenden einen Kreis bilden, dessen Ebene zur 
Ebene der Kurve 3. Ordnung normal ist. Vgl. M&moires de l’acad&mie de Bruxelles 1822, 
Band II; correspondance math@matique et physique, publ. par Quetelet, Bruxelles 1829, Band 
V und VI; Chasles, (1837) Apercu historique, note 4. 

Herr Professor Baltzer stellte mir im Mai 1886 die Aufgabe, den obigen Gegenstand 
möglichst allgemein zu untersuchen. Aus dieser Anregung ist die vorliegende Arbeit hervor- 
gegangen, welche die Untersuchung des Kegelschnittbüschels liefert, das durch ein beliebiges 
Ebenenbüschel aus einem Kegel II. Ordnung ausgeschnitten wird ; sie beantwortet insbesondere 
die Frage nach dem Ort der Brennpunkte des Kegelschnittbüschels. Die Resultate der ge- 
nannten Herren sind daher in den Resultaten der vorliegenden Untersuchung als Specialfälle 
enthalten. 2 


81. 


l. Wenn ein Kreis X von einem beliebigen Punkte S des Raumes aus projiciert wird, 
so bilden die projicierenden Geraden eine Kegelfläche II. Ordnung, deren Centrum 8 ist. Be- 
zeichnen wir den Radius des Kreises mit r, die Distanz seines Centrums O0 von 8 mit %, und 
wählen wir ein Coordinatensystem, dessen «- und y-Axe zwei zu einander normale Diameter 
von K sind, und dessen z-Axe die Kegelaxe ist, so finden wir als Gleichung der Kegelfläche 


92(22 + y2) —r%(2 —9% N. 
Dabei ist die positive Richtung der z-Axe so angenommen, dals 5 die Coordinaten 0,0, + # 
hat. Nur der Coordinatenwinkel xy ist ein rechter nach Voraussetzung. 


Wenn speziell Winkel «2 = = = yz, so ist der Kegel ein Rotationskegel, und die obige 


Gleichung alsdann unter dieser Voraussetzung zu erklären. i 

Wenn 9%(cos? xz2 + cos? yz) = r?, so ist der Kegel ein orthogonaler. Bei gegebenem 
Kreise X kann also $S auf dem Cylinder liegen, dessen Normalschnitt X ist. 

Wenn 292 — 92(cos? xz + cos? yz) = r?, so ist der Kegel ein gleichseitiger. Bei ge- 
gebenem Kreise K liegt also 8 auf einem Rotationsellipsoid. Die Gleichung desselben lautet 
x” + y? + 22 = r?, wenn z als normal zur «- und y-Axe vorausgesetzt wird. 

Wenn 9 = + r, so ist der Kegel zugleich gleichseitig und orthogonal. 


Wanmn=+ IR so ist der Kegel ein gleichseitiger Rotationskegel. 


2. Die Gleichung des Kegels können wir in der Form schreiben 

2 + (9y —rz + 9r)(9y + rz — Ir) =. 
Nun sind 9y — rz + 9r =0, 9y + rz — 9r = 0 zwei zur Geraden x parallele Tangenten- 
ebenen des Kegels, welche ihn in den beiden Kanten der Ebene yz berühren (SXK, und S%,;). 
Legt man durch den Kegelpunkt P eine zur Ebene x = 0 parallele Ebene, so schneidet die- 
selbe die beiden Tangentenebenen in den Geraden eines Punktes, die zu den Kegelkanten 
SK, und $X, parallel sind. Die Gleichungen der beiden Tangentenebenen sind also auch 
zugleich giltig für diese Geraden mit constanter Abscisse x. Bezeichnen » und g die Abstände 


des Punktes P von diesen Geraden, so kann man die Gleichung des Kegels in der Form 
schreiben : 


92 sin? y2.x2 + pgV (9? + r?) — 4927? cos? yz —= 0), 


d. h.: Wenn zwei Tangentenebenen des Kegels in den beiden Kanten desselben Axenschnittes 
berühren und von einer zu diesem Axenschnitte parallelen Ebene des Kegelpunktes P in den 
Geraden Z, und ?, geschnitten werden, so hat das Product der Distanzen des P von ı, und % 
zum Quadrat seines Abstandes von diesem Axenschnitt, auf der Parallelen der beiden Tan- 
gentenebenen gemessen, ein constantes Verhältnis. 

Daraus gehen die weiteren Sätze hervor : 

Das Product der Distanzen eines Kegelpunktes von den beiden Tangentenebenen, welche 
in den beiden Kanten der Symmetrieebene des Kegels berühren, hat zur Quadratdistanz des- 
selben von diesem Axenschnitt ein constantes Verhältnis. 

Das Product der Distanzen eines Punktes des Rotationskegels von den beiden Tangenten- 
ebenen, die in den beiden Kanten eines Axenschnittes berühren, hat zur Quadratdistanz des- 
selben Punktes von diesem Axenschnitt ein constantes Verhältnis. 


3. Wir haben vorausgesetzt, dafs die «- und y-Axe irgend Zwei zu einander normale 
Diameter des Kreises K seien. Wir wählen nun zur y-Axe denjenigen Diameter von X, wel- 
cher eine beliebige Gerade g seiner Ebene in der Entfernung —« vom Centrum des Kreises 
normal im Punkte @ schneidet. Damit ist auch die x-Axe festgelegt und die positive Richtung 
der y-Axe bestimmt. Diese Gerade g sei nun die gemeinsame Gerade eines Ebenenbüschels. 
Eine Ebene der Geraden g schneidet die «-Axe in unendlicher Entfernung, die y-Axe in der 
Entfernung —«. Die Entfernung vom Centrum des Kreises, in der sie die z-Axe schneidet, 
werde mit « bezeichnet. Somit lautet ihre Gleichung 

Bein sn nee 
u a 

Betrachten wir hierin « als variabel, so ist dies die Gleichung des Ebenenbüschels der 
Geraden g. Das Büschel von Kegelschnitten, das dieses Ebenenbüschel aus dem Kegel II. Ord- 
nung ausschneidet, ist somit bestimmt durch das System 

A make Yeah u 0 

ee Bel | 

ER | 
Das Kegelschnittbüschel zeigt besondere Eigenschaften, wenn g in Bezug auf den Kegel eine 
besondere Lage hat, welches man aus der Beschaffenheit der Coordinatenwinkel zz, yz erkennt. 


Wenn 22 = - so ist die Gerade & und die Kreisebene normal zur Ebene yz, folglich auch 


g, das zu & parallel ist. Die Ebene yz ist alsdann die Symmetrieebene des Kegels (charakte- 


ristischer Axenschnitt). Wenn yz = 32 so ist die Gerade g zu diesem Axenschnitte parallel. 


Das Ebenenbüschel ist im allgemeinen zu keinem Axenschnitte normal, da g es nicht ist; denn 
die zu g normale Ebene mufs den zu g normalen Diameter von K (y-Axe) enthalten, sie kann 
also nur die Ebene yz sein. Also nur in dem einen Fall, dafs g zur Symmetrieebene des 
Kegels normal ist, sind die Ebenen des Büschels zu einem Axenschnitte normal. 


4. Wir ändern nun unser Coordinatensystem, indem wir eine beliebige Ebene des Büschels 
zur zy-Ebene machen. Damit die zy-Ebene zunächst parallel zur Ebene des Büschels werde, 


8 


drehen wir die y-Axe in der Ebene yz um den Nullpunkt 0, bis dieselbe zur Spur der Ebene 
des Büschels in der zy-Ebene parallel ist. Zwischen den alten Coordinaten x, y, z und den 
neuen &, %, 2 findet man alsdann aus der Figur die Beziehungen 
wir 
ay 
+ Va? + u? 4 2au cos yz 
RE) u 
en: + Vo? + u? + 2au cos yz 
Es werde nun schliefslich die xy-Ebene parallel mit sich selbst verschoben, dafs der O-Punkt 
auf der z-Axe die Strecke u zurücklegt. Dann ist die neue xy-Ebene identisch mit der Ebene 
des Kegelschnittes des Büschels. Sie werde als «’y'-Ebene bezeichnet. Die x’-Axe ist parallel 
mit der &-Axe und mit g. Die y'-Axe ist die Spur der Ebene des Büschels in der alten yz- 
Ebene und enthält den Punkt @. Die neue yz-Ebene fällt auf die alte yz-Ebene. Wenn 


A —= + Yo? + u? 4 2au cos yz, so bestehen zwischen den alten Coardinaten ©, y, 2 und 
&, y, 2 die Gleichungen : 


Y 
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x =% 
au 
ee 


Maren 


Man findet für den Winkel x’y' und xz die Beziehung cos Eu = Z “=, Für den Kreis 
Kiıtzıy- u — 0). Wenn die Gerade g zur Symmetrieebene des Kegels normal ist 


(»: — 3) soist ey = für alle Kegelschnitte des Büschels. Transformiert man die 


Gleichungen des Kegelschnittbüschels mittelst des voranstehenden Systems, so folgt 
g Eu 0 
A292 + (a9? — r2a)y ? — 2Aulu — )r?y' — 2Ardur'y — Art u 9! —=0. 
Die zweite Gleichung stellt den Kegel dar, bezogen auf den Kegelschnitt des Büschels als 
Basis. Hieraus ergiebt sich als Gleichung des Kegelschnittes des Büschels in seiner Ebene : 
429222 + Dy? — 2 Artulu — 9)y — Arrtlu — 9 — 0, 
wo D= (a9? — r2u?). 

Zufolge dieser Gleichung entspricht jedem Punkte + x’ |y' ein Punkt —x|y. Die 
Gerade y' ist folglich eonjugierter Diameter der zu g parallelen Sehnen. Wenn g zur Sym- 
metrieebene des Kegels normal ist, so ist die y-Axe eine Axe des Kegelschnittes, d. h. der 
zur Geraden g normale Diameter des Kegelschnittes d. B. ist conjugierter Diameter der zu g 
parallelen Sehnen. Er ist Axe des Kegelschnittes d. B, wenn g zur Symmetrieebene des 
Kegels normal ist, oder wenn der Kegel ein gerader ist. Die Axen der Kegelschnitte des 
Büschels liegen somit zur Hälfte in der Symmetrieebene des Kegels, wenn g hierzu normal 


ist. Wenn der Kegel ein gerader ist, so liegen die Axen zur Hälfte in dem zu g normalen 
Axenschnitte. 


be) 


8.2. 
Aus der Gleichung für die unendlichfernen Punkte des Kegelschnittes des Büschels folgt, 
dals bei + 2 


r 


2 er derselbe eine Ellipse, bei x = + Er eine Parabel und für 


_- Le RD ER eine Hyperbel ist, d. h. diejenigen Ebenen des Büschels, welche zu 


keiner Kegelkante parallel sind, schneiden den Kegel in einer Ellipse diejenigen, welche zu 
einer Kante parallel sind, in einer Parabel und diejenigen endlich, welche zu zwei Kanten 
parallel sind, in einer Hyperbel. Die Ellipsen des Kegelschnittbüschels bilden ein zusammen- 
hängendes Gebiet, das auf beiden Seiten durch die beiden Parabeln des Büschels begrenzt 
wird. Was darüber hinausliegt, sind Hyperbeln. Unter den Ellipsen befinden sich zwei be- 
sondere, für welche der Diameter 5’ gleich dem zu «’ parallelen conjugierten ist, nämlich der 
— 209? cos yz 
9 r 

Kreis, wenn g zur Symmetrieebene des Kegels normal ist, weil alsdann Winkel ©'y' = 5 
Beim geraden Kegel fällt sie mit X zusammen. Unter den Hyperbeln des Kegelschnittbüschels 
befinden sich auch zwei besondere, für welche das genannte Paar conjugierter Diameter gleich 
lang ist. Für 9 < r sind sie real, gleichseitig, wenn g zugleich zur Symmetrieebene des 
Kegels normal, oder der Kegel ein gerader ist. Wenn g zur Tangente von ÄK wird, so ist 
die eine der beiden Parabeln des Büschels reducibel und identisch mit der Kante SXK. Wenn 
der Kegel zum Cylinder wird (9% = x), so besteht das Büschel von Kegelschnitten aus 
Ellipsen. Der zu g parallele Axenschnitt des Cylinders und der zu diesem Axenschnitt normale 
Axenschnitt schneiden die Ellipse des Büschels in einem Paar conjugierter Diameter; es sind 
die Axen des Kegelschnittes d. B.,, wenn g zur Symmetrieebene des Cylinders normal oder 
der Oylinder ein Rotationscylinder ist. Die Centren der Ellipsen liegen auf der Axe des 
Cylinders. Neben X ist auch hier die mit E bezeichnete, besondere Ellipse vorhanden, welche 
zu dem Werthe u = 2a cos yz gehört. 


Kreis X und eine Ellipse Z, für welche u = Diese Ellipse ist ebenfalls ein 


83. 


Die Gerade y' ist Diameter des K. d. B. Das Centrum des Kegelschnittes halbiert den- 
selben, es hat somit die Coordinaten 


„ " Ar? ( = $) 
A 0, Yy — a Ar 
oder im ursprünglichen Ooordinatensystem 
on. Mu — Sar® 
ı=0,y= a — 
Mit Benutzung der Gleichung sr — = = 1, erhält man die von « freie Gleichung : 


ey — 2? + a9y + 1792 = 0 
oder 
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9 E= 2) — - 3) = (ar _)=0. 


liegen. 


y-+ 7 = 0 undz — - = (0) sind zwei conjugierte Diameter desselben. os 4 7) 


= (? — 7) —= (0 und o(y E= +) . »(@ — 3) = (0) sind ihre Asymptoten ete. d. h. 


Die Centren des Kegelschnittbüschels liegen auf einer Hyperbel in demjenigen Axen- 
schnitte, welcher den zu g normalen Diameter von X enthält. Bezeichnet man die Punkte, in 
welchen der zu g normale Diameter des Kreises X die Peripherie von X trifft mit X, und 
in der Reihenfolge @K,Ks, so gilt folgendes : Die Asymptoten der Hyperbel sind parallel zu 
den Kegelkanten SKX und SK, und gehen durch die Mitten der Strecken GK und @X,. Die 
beiden Geraden, welche zum Kreisdiameter AK, und zur Kegelaxe SO parallel sind und die 
Strecke SO und @O halbieren, sind conjugierte Diameter der Hyperbel. Sie sind die Axen 
der Hyperbel, wenn g zur Symmetrieebene des Kegels parallel oder der Kegel ein gerader ist. 
Die Hyperbel wird gleichseitig für alle Kegel, deren Scheitel auf der Kugelfläche liegen mit 
dem Hauptkreis X, und deren Grundkreis X ist. Wenn g aulserhalb X liegt, so liegen die 
Zweige der Hyperbel in den Asymptotenwinkeln, in welchen der zu Ä,X, parallele Diameter 
derselben liegt. Wenn g Tangente des Kreises ÄX wird, so zerfällt die Hyperbel in die Kegel- 
kante SK, und in eine Parallele zur anderen Kegelkante $X, des Punktes 0. Wenn g den 
Kreis in zwei realen Punkten schneidet, so liegen die Zweige der Hyperbel in den Asymptoten- 
“ winkeln, welche den zur Kegelaxe parallelen Diameter derselben enthalten. Auf der Hyperbel 
liegen die Punkte G, O, 8. 


84. 


Es werde mit M, der Mittelpunkt des Kegelschnittes d. B. bezeichnet, Verschiebt man 
nun den Coordinatenanfangspunkt in den Punkt M,, so bestehen zwischen den Coordinaten &, y 
und den neuen ÜOoordinaten $, 5 die Beziehungen : 


a (Dy — orulu — $)) 


und zwischen &, & und ©, y die Beziehungen : 


" 7 Aulu == 9)r? 
s=-2,0=Y a2 — ru? 


Somit ergiebt sich als Gleiehung des Kegelschnittes d. B. bezogen auf die beiden con- 
jugierten Durchmesser & | gund&=y: 
4?D2 + DE — Ir (u — 94? —=0. 


Es bezeichne M eine noch unbestimmte Gröfse. Alsdann hat der Durchmesser £ = M$ 
DIRT, A?9 
den conjugierten Durchmesser | = — DMS 


Diese beiden conjugierten Durchmesser stehen nun aufeinander normal, d. h. sie sind 
Axen des Kegelschnittes, wenn : 
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Ang _ Di zVlARe DE IDG cos Ize 


IE 2 Du cos xz 


Diese beiden Werthe von M sind die sogenannten Richtungscoöfficienten der beiden Axen des 
Kegelschnittes d. B. Folglich haben dieselben die Gleichungen : 


2D cos 25 — Al((9? + r2)u + 209% cos yz) 
as V((? + ru + 2a8” cos yz)” + 4.D9? cos rt. 


Setzt man hiering = xzund| = (Dy — or:ulu — $)), so erhält man die Glei- 
chungen der Axen im alten Ooordinatensystem (d. s. die Gleichungen der Projectionen der 
Axen auf die Ebene xy). 

2 cos wz(Dy — ar’ulu — #)) — {((9° + ru + 209° cos y2) 
+ V(9°? + r?)u + 209 cos yz))? + 4D9 cos !xz}aw = 0. 
Eliminiert man hieraus « mit Benutzung der Gleichung der Ebene des Büschels, so folgt 
die von « freie Gleichung : 
2 cos z2.H(y,2) — (Eiy, 2) # VEly,z) + 49% cos? z2P(y, 2))& a, 
wo H(y,2) = 9y? — r?2? + a92y + r?d92 
E(y,2) = (9° + r?)z = 29°(y + 0) cos yz 
Kiusel= (9%(y + 0a)? — r?2?) 
H(y,z) = 0 stellt die Hyperbel der Centren des Büschels von Kegelschnitten dar. E(y,2) = 0 
ist die Gleichung des in der yz-Ebene gelegenen Diameters der besonderen Ellipse E. P(y, z) 
= 0 stellt die in der yz-Ebene gelegenen Diameter der beiden Parabeln des Kegelschnitt- 


büschels dar. @Quadriert man die obige Gleichung zur Entfernung der Wurzel, so nimmt sie 
die Form an 


9 cos xzP(y,2)e® + H(y, 2)E(y, 2)e — cos «2H?%(y,2) = 0. 
Dies ist die Gleichung einer Regelfläche 4. Ordnung, auf welcher die Axen der Kegelschnitte 
des Büschels liegen. Die Hyperbel der Centren des Kegelschnittbüschels ist eine Doppellinie 
dieser Regelfläche; denn für & = 0 folgt H%(y,z) =(0 aus der Gleichung der Fläche. — Wenn 
die Gerade g des Ebenenbüschels den Kreis X berührt (@ = r), so zerfällt die Regelfläche 
4. Ordnung in 
9y? —rz +9r = 0 
und 
92 cos zz(dy + rz + Ir)a? — (9y + rz)((9? + r?)z + 29%(y + r) cos ye)x 
— cos z(dy + r2)(9y — rz + Ir) = 0, 

d. h. in eine zur x-Axe parallele Ebene der Kegelkante SXK, und in eine Regelfläche 3. Ordnung, 
welche die Doppelgerade 9, — rz = O0 enthält, die durch den Punkt 0 geht und zur Kegel- 
kante S8K? parallel ist. — Wenn g zur Symmetrieebene des Kegels normal liegt, (« — 3) 


so zerfällt die Regelfläche in 
2%* 


2 ==) 
Ky,z) = 0 


+7) + 29y-+o)csy=0, 
d. h. in den zu g normalen Axenschnitt (Symmetrieebene d. K.), in eine Oylinderfläche, deren 
Normalschnitt die Hyperbel der Centren ist, und in die Ebene der besonderen Ellipse EZ, die 
hier ein Kreis ist, für welche also die Axen unbestimmt werden. Der Kreis hat unendlich 
viele Axen. Wenn die Gerade g zur Symmetrieebene d. K. normal und zugleich Tangente 
von K ist, so zerfällt der Cylinder A(y,2) = 0 in zwei Ebenen. Die eine enthält g und die 
Kante S$K,;, die andere ist parallel zu g und 8X, und enthält den Punkt 0. — Wenn der Kegel 
ein Rotationskegel ist, so liegen die Axen in dem zu g normalen Axenschnitt und auf dem 
Oylinder H(y,2) = 0. Derselbe zerfällt wieder in zwei Ebenen, wenn g zugleich Tangente an 
K ist. — Beim Cylinder (9 = mw) liegen die Axen des Büschels von Ellipsen auf der Regel- 
fläche 3. Ordnung 
cos z2(y + a)(x?” — y?) — oy(z + 2(y-+ ae) cos yz) == 

Sie enthält die Axe des Cylinders als Doppelgerade. Wenn die Gerade y zur Symmetrieebene 
des Cylinders normal ist, so zerfällt diese Fläche 3. Ordnung in den zu g normalen und in den 
zu g parallelen Axenschnitt, sowie in die Ebene des Kreises E u. s. w. 


85. 


l. Die Brennpunkte einer ebenen Curve sind die realen Punkte der zu den Kreisasymp- 
toten parallelen Tangenten. Davon ausgehend werden wir nun zwei Gleichungen aufstellen, 
denen die Coordinaten der Brennpunkte des Kegelschnittes d. B. genügen müssen. Wir fanden 
als Gleichung d. K..d. B. 

42D9&2 + DE — Ata9r’(u — 9). 
Eine Tangente, welche im Punkte $,, 5 berührt, ist zu den Kreisasymptoten parallel, wenn 
429?5, 1 


Dawn cos & +: sin & 
Mit Benutzung der Gleichung des Kegelschnittes berechnet man hieraus die Coordinaten $,, &ı 
des Contacts der Tangente und findet ihn mehrdeutig. Stellt man hierauf die Gleichung der 
Tangente auf, welche durch den Punkt 5, |, geht und zu den Kreisasymptoten parallel ist, so 
erhält man, nachdem man quadriert hat, um die Wurzeln zu entfernen, 


D22 — a®r:(u — 8) D + (2 cos? SS — (Ps — adr!(u — 9292.42) 
+ 2D°& sin SS + 2(D°2 — odr?(u — 9)2924°) cos & sin 85 + 2D?$L sin SS} = 0. 
Dieser Gleichung genügen die realen Punkte, welche bestimmt sind durch das System 
cos x2 2u? cos? ©2 
DE — ou = 9D + 2-7 + Ba 4 1 De: 
ER (* cos? xz 


72 
D?u cos x2 


Der +4 Ds - 


— 1 )a3r* = 9)9?4? =,0. 


ar!(u — 929242 — 0 


u cos x2 
A 
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Diese beiden Gleichungen stellen zwei Hyperbeln dar, deren ‘Centrum mit demjenigen des 
Kegelschnittes des Büschels zusammenfällt. Die vier Schnittpunkte derselben sind die Brenn- 
punkte des Kegelschnittes. Eine kleine Rechnung zeigt, dals nur zwei derselben für ein be- 
stimmtes u real sind. Diese Gleichungen der beiden Hyperbeln können zugleich als Gleichungen 
derselben im System &, y, z betrachtet werden, wenn man sich & durch x ersetzt denkt und 


& als Abkürzung für Pr — orulu — 9) ansieht. 


2. Eliminiert man aus der Gleichung der ersten Hyperbel im Coordinatensystem zyz mit 
Benutzung der Gleichung ar — T = 1 die Gröfse u, so folgt 
P(y,2)x® — r?8%y,2) + 2 cos z2. H(y,2)az + 2 cos? x2K(y,2)2? — Ay,2)K(y,z) = 0, 
wo Way +) —ar 
Kite (9y? — 12 — 9)%) 
Ky,2) = (y-+ @) + 2? + 2(y + a)z cos yz. 
8%(y,2) = 0 ist die Gleichung des reducibelen Kegelschnittes @8. K(y,2) = stellt die 
Kegelkanten SX, und 8X, dar. Die obige Gleichung stellt eine Fläche 4. Ordnung dar, auf 
welcher alle Hyperbeln I. Art der Brennpunkte liegen. 


Analog findet man als Gleichung der Fläche 3. Ordnung, auf welcher die Hyperbeln der 

II. Art liegen, 
cos x2K(y,2)2 + Hl(y,2)e = . | 
Diese Fläche 3. Ordnung schneidet die Fläche 4. Ordnung in einer Raumcurve, Curve doppelter 
Krümmung, und diese ist der Ort der Brennpunkte aller Kegelschnitte des Büschels. Die 
Brennpunkte des Kegelschnittbüschels liegen aber auch auf der Fläche der Axen des Kegel- 
schnittbüschels. Für die Curve der Brennpunkte des Kegelschnittbüschels hat man also die 
3 Gleichungen : 
cos ©2K(y,2)2 — H(y,2)ce = 0 
Py,z)e? + 2 cos x2.H(y, z2)ez — r?8%y,2) + 2 008? &2K(y, 2)2? — K(y,2)/(y,2) = 0 
92P(y,2)ce® + H(y,2)E(y,2)e + cos x2H(y,2) = 0 
Durch je zwei dieser Gleichungen ist die Curve bestimmt. Durch Elimination der Größe x 
aus der ersten und zweiten Gleichung folgt die Gleichung 
cos? xzP(y, 2)K*(y, 2)2? — Ay, 2) K(y, 2)H%y, 2) — r?8%y, 2)H®(y,2) = 0. 
Dies ist die Gleichung eines Cylinders 8. Ordnung, welcher die Curve der Brennpunkte auf die 
Ebene yz projieiert und zugleich diejenige der Projection der Curve auf die Ebene yz. Elimi- 
niert man x aus der ersten und dritten Gleichung, so folgt 
Hxy,2) + Ey )K(@y,2)EP(y,2)2 — 9° 608? wePly,2)K%y, 22 — Os 

Diese Gleichung ist von der obigen nur durch den constanten Factor 9? verschieden und hat 
dieselbe Bedeutung. 


3. Ordnet man die Gleichung der Projektion der Curve der Brennpunkte auf der Ebene 
yz teilweise nach Formen von 2 — 9 und y, so lautet sie 


2 


cos? ze(Iy + a)? — Hy? — re — 9?) 
+ (w+e)’+2?+2(y+ e)2 cos ya)l(9’y? — rn’ — Hy? + a9°y — 72 — 9)? + 7792 )] 
— ey — ae — UT Ay rer Brre 0) 

Diese Gleichung besteht aus drei Produkten. Jedes enthält in einer eckigen Klammer eine 
Form von (2 — #) und y, in welcher Glieder niedriger als 4. Grades nicht vorkommen. ÖOrdnet 
man also die Gleichung vollständig nach Formen von z2— 9 und y,. so fehlen alle Formen 
niedriger als 4. Grads, d. h. der Scheitel 8(9,0) des Kegels ist ein vierfacher Punkt der 
Projektion der Curve der Brennpunkte. Es ergiebt sich aber auch, dals $ ein vierfacher Punkt 
der Curve der Brennpunkte selbst ist. 

Die Gleichung kann ferner in der Form geschrieben werden 

cost a (YT ri IE + Ri re] 
— r(ay + eo) aa Ti e) rer) 

— (ya) (y+ +2 +2%ly4+ 0)2 cos y2)(9°(y + e)—a9(y+ a) — r?2?+ r?92)°] =) 
Diese Gleichung ist teilweise nach Formen von (y + «) und z geordnet. Sie zeigt, dals auch 
der Punkt G@(—«,0) ein vierfacher Punkt der Projektion der Curve der Brennpunkte ist. Es 
ergiebt sich ferner, dafs @ ein vierfacher Punkt der Curve der Brennpunkte selbst ist und 
zwar ein isolierter, so lange er aulserhalb der Peripherie von X liegt, ein Knoten, wenn er 
auf der Peripherie liegt oder innerhalb derselben. Der Punkt $ ist stets ein Knoten. 

Das Centrum O des Kreises Ä ist ein Doppelpunkt der Projection der Curve der Brenn- 
punkte. Die Kanten SX, und SK, sind vierpunktig berührende Asymptoten. 


4. Wenn die Gerade g Tangente des Kreises X ist (@« = r), so zerfällt die Projektion 
der Raumcurve der Brennpunkte in 


(9y —rz + 9r)? = 0 
und 


r(d9y —rz + dr + 9r)(9y + r2)? — cos? az(dy + r2 + Ir)(9y + r2 — 9r)?2? 
(En 2 Ay Eor)2cos yaoyrz ur) Seren 
d. h. in die Kegelkante SX, und in eine Curve 5. Ordnung. Das Centrum O0 des Kreises X 
ist Knoten dieser Curve mit den Tangenten 
: 9%y +12 —9% cos m.2 —N, 9%Yy + rz + 9cosız.2—=0. 
Der Scheitel 8 ist ein einfacher Punkt. Die Kante SK, berührt die Curve im Punkte @ =K, 


und schneidet sie in S. Sie hat einen dreifachen unendlichfernen Punkt. Die Kante S%, ist 
die einzige Asymptote der Curve. 


5. Wenn der Kegel zum Cylinder wird (% = &), so liegt die Curve der Brennpunkte 
des Ellipsenbüschels auf den Flächen 


1) cos zz(y? — r?)2? + (y + e)ay = 0 
2) (ee 2)y Ha) — (y—rt)lly + a)? + 2 + 2ely + a) cos yo) 
—+ 2 cos? zz(y? — r?)a + 4 cos zz(y + a)eyz = 0 
3) cos zz(y + a)(@? + y2) —aylz + 2(y + a) cos ye) = 0 
ao y + 2(2 + 2(y+«) cos ya)(y? — r)y? — or’ a2.2Hy? — = 0. 
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Die letzte Gleichung stellt den Cylinder 6. Ordnung dar, welcher die Curve d. B. auf die 
Ebene yz projieiert, zugleich aber auch die Projection der Curve auf die Ebene yz. Diese 
Projection hat einen vierfachen unendlich fernen Punkt und enthält die Punkte @ und O als 
Doppelpunkte. 


6. Wenn die Gerade g Tangente des Kreises X ist (@ = r), so zerfällt die Curve der 
Brennpunkte des Ellipsenbüschels in die Cylinderkante $X, und in eine Curve, deren Projek- 
tion auf die Ebene yz die Gleichung hat 

(y+r)y* +22 + 2(y + Fr) cos yayly —r)y? — cos? zz(y — r)’y + r)22 = 0. 

Diese Projektion hat einen dreifachen unendlich fernen Punkt und die Asymptote $SK,. Das 
Centrum O0 des Kreises A(0,0) ist ein Inflexionsdoppelpunkt mit der Tangente @K,. Die 
Punkte @ und S sind einfache Punkte dieser Curve. Im Punkte @ berührt die Kante SXK, 
dieselbe. 


7. Wenn die Gerade g zur Symmetrieebene des Kegels normal liegt (Winkel 02 — 3) 


so ist die Curve der Brennpunkte des Kegelschnittbüschels reducibel. Sie zerfällt in eine 
Curve doppelter Krümmung auf dem Cylinder H(y,2) = 0 und in eine ebene Curve 4. Ord- 
nung in der Symmetrieebene des Kegels. Erstere projiciert sich daher auf die Hyperbel der 
Centren in der Ebene yz. Letztere hat die Gleichung 
(y+ eo)? + 2? + 2(y + a) cos yayary? — Hz — 9’) + r’(Hy + a) — ar) = 0. 

Diese Curve hat verschiedene Gestalt, je nachdem g aufserhalb X liegt, X berührt, X 
schneidet und Diameter von Kist. (e>r, o=er a<r e=d). 

Die Kegelkanten SX, und SA, sind die Asymptoten der Curve. Wenn g Tangente von 
K wird (@« = r), so ist die Kante SK, ein Teil der Curve und der übrige Teil, eine Curve 
3. Ordnung, welche die Gleichung hat 

(er 2 2 (Ye ra, 608 y2)(9Y ar 29 ae r(9y -z +90, 
hat nur eine Asymptote nämlich SX,. Der Scheitel S ist ein Doppelpunkt der Curve 4ter 
Ordnung und hat die beiden Tangenten : 

ge ro ya 7 (le 0) SE og ala 9) = 

S$ ist ein einfacher Punkt der Curve 3. Ordnung, wenn g Tangente an X ist. Der 
Punkt @ (— «, 0) ist ebenfalls ein Doppelpunkt der Curve 4. Ordnung und hat die beiden 
Tangenten : 

r?(dy + a) — a2)’ + (a? — r?)9#((y + a)? + 2" + 2(y + o)z cos yz) — 0. 

Wenn « >> r, so sind diese Tangenten imaginär. @ ist ein isolierter Punkt, wenn er 
aulserhalb X liegt, ein einfacher Punkt der Curve 3. Ordnung, wenn er auf der Peripherie 
von K liegt, ein Knoten, wenn er innerhalb X liegt. Wenn @ mit dem Centrum O des Kreises 
zusammenfällt, dann haben seine beiden Tangenten die Gleichungen : 

2 =0, 24 2ycay=(. 

2 = 0 ist Inflexionstangente, denn sie berührt in O 4punktig. 2 + 2y cos yz = 0 be- 

rührt in O dreipunktig und schneidet die Curve in einem Punkte mit positivem y. Der zu- 


gehörige Zweig hat also in O keine Inflexion, wohl aber in einem nahe liegenden Punkte mit 
positivem y. 

Im Allgemeinen hat z = 0 den Doppelpunkt @ mit der Curve gemein und berührt in 0. 
Ebenso hat der Diameter des zweiten Kreises # des Büschels den Punkt @ mit der Curve 
gemein und berührt in dem Centrum 0, von E die Curve. Eine Gerade des Punktes @, welche 
in dem Winkel 0G@0, liegt, schneidet die Curve aufser im Doppelpunkte @ in zwei imaginären 
Punkten. Jede dieser Geraden ist aber die Axe einer Ellipse des Kegelschnittbüschels. Folg- 
lich ist sie die kleine Axe und die Brennpunkte aller Ellipsen, die zwischen den Kreisen X 
und Z des Büschels enthalten sind, liegen auf dem Cylinder H(y, 2) = 0 und bilden eine Curve 
4. Ordnung, die sich auf die yz-Ebene als Hyperbel der Centren projiciert. Eigentlich bilden 
sie nur einen Bogen dieser Curve, dessen Projection auf der Ebene yz der Bogen 00, ist. 
Diese Curve wird zum Kreise, wenn g Tangente an X wird. In diesem Falle zerfällt, wie 
schon bemerkt, der Cylinder H(y, 2) = 0 in die Ebene 94 + rz = 0, auf welcher der Kreis 
der Brennpunkte aller Ellipsen zwischen X und E vom Kegelschnittbüschel liegt, und in die 
Ebene der Kante $X,, die durch g geht. Die Curve der Brennpunkte der genannten Ellipsen 
des Büschels zwischen X und E ist bestimmt durch je zwei der Gleichungen : 


9%Yy + r=0 


(y+ rn? + 2 + 2(y + ne cos yayldy — re — 9) 
+ r9y— r2 ml oy m ne 
Die Projection dieses Kegelschnittes auf der Ebene xz hat die Gleichung : 
9x? + (9? + r? — 29r cos y2)2? + 279” cos ya.2—=(. 


Durch die Substitution : 
vex 


r 


92 
92 + r? — 29r cos yz 
gelangt man zur Gleichung des Kegelschnittes in seiner Ebene : 
v9? + r? — 297 cos yele? + 22) + 2r9 cos ya.2 = (, 
d. h. Wenn g Tangente an X ist, so liegen die Brennpunkte derjenigen Ellipsen des Kegel- 


schnittbüschels, welche zwischen X und E liegen, auf einem Kreis in der Ebene des Punktes 0, 
welche zu g und der Kante SXK, parallel ist. Die Strecke 00, ist Diameter desselben. 


A — 


8. Wenn der Kegel ein Rotationskegel ist, so lautet das System für den Ort der Brenn- 
punkte des Kegelschnittbüschels : 
(ey? — r?2? 4 a9°y + 7292) = 0 
ae) 2) le 0) Er aa) ey Do, rn 
etc. 
Derselbe zerfällt in eine auf dem Cylinder H(y, 2) = 0 gelegene imaginäre Curve und 
in eine ebene Curve 4. Ordnung in dem zu g normalen Axenschnitte, welche die Gleichung hat: 


GH LAÄN re Mr My -.de N) =. 


et 


Auch diese Curve hat ganz verschiedene Gestalten, je nachdem g aufserhalb X liegt 
(@ > r), den Kreis berührt (@« = r), Sehne von Ä ist (@ </ r) und ein Diameter von X 
(« = 0). Der Punkt $ ist ein Knoten der Curve. Die Kegelkanten SA, und SK, sind 
Asymptoten der Curve. @ ist ein isolierter Punkt der Curve, wenn g aulserhalb X liegt; er 
ist ein Knoten und ein Inflexionsdoppelpunkt, wenn er mit dem Centrum 0 von ÄK zusammen- 
fällt. Die beiden 4punktig berührenden Inflexionstangenten fallen in eine zusammen, die Ge- 
rade y. Der Punkt O0 ist ein Doppelpunkt der Curve und zwar ein Knoten mit den beiden 
Tangenten : 

ey? + 2artye — 79 =. 

Die Asymptoten der Curve sind die Kegelkanten SXK, und SAR,. 

Wenn g Tangente an Ä ist, so zerfällt die Curve 4. Ordnung in die Kante SX, und eine 
Curve 5. Ordnung, welche die Asymptote SR, hat. @ und $ sind einfache Punkte derselben, 
blofs OÖ bleibt ein Doppelpunkt. Die Gleichung der Curve lautet : 


nereyyı 72 or) Frioy — r2 4 Url, 
Wenn g ein Diameter von Ä ist, so zeigt die Curve ganz besondere Regelmälsigkeit; sie 


ist alsdann symmetrisch zur Axe des Kegels; denn -+ y läfst sich in der Gleichung mit — y 
vertauschen. 


9. Wenn die Gerade g zum charakteristischen Axenschnitt (Symmetrieebene) des Oylinders 


normal liegt (» ee, Tr = >); so hat man für den Ort der Brennpunkte des Ellipsen- 


büschels : 
@- + ry +++ 2y +) 
| x.yy+t oe) = 0 | 


Die Ebene y + « = 0 schneidet den Cylinder im Unendlichen. Die Brennpunkte aller 
Ellipsen des Büschels zwischen den Kreisen X und E liegen auf einem Kegelschnitt in dem 
zu g parallelen Axenschnitt „ = 0, und dieser Kegelschnitt hat die Gleichung : 

a?x? + r?2? + 2ar? cos yz = (0. 

Die Gerade 00, ist die grofse Axe dieser Ellipse, wenn g aufserhalb Ä liegt. Die Ellipse 
wird zum Kreis, wenn g Tangente an X ist. Wenn g Sehne von Ä ist, so ist O0, die kleine 
Axe der Ellipse, wenn g Diameter von K wird, so fällt die Ellipse mit g zusammen. 

Die Brennpunkte aller Ellipsen des Büschels, die nicht zwischen X und E liegen, er- 
füllen eine Curve 4. Ordnung in dem zu g normalen Axenschnitte x = 0. Sie hat die 


Gleichung : 


ya rlly ap FEZIyeTa)ei cos y2) =. 
Wenn g Tangente an K ist (@« = r), so zerfällt die Curve 4. Ordnung in die Kegelkante 
SK, und die Curve 3. Ordnung : 


Pytr) tee +2yH+ Pr csy)ly—r) =. 
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Der Punkt @(0, — «) ist ein Doppelpunkt der Curve 4. Ordnung und hat die beiden 

Tangenten : 
ey tr PRAG Fre, re roace ya 

Folglich ist er ein isolierter Punkt, wenn g aufserhalb X liegt (@« > r); wenn g Tangente 
von K ist, ein einfacher Punkt der Curve 3. Ordnung ; wenn g Sehne von X ist, ein Knoten; 
wenn g Diameter von K ist, ein Inflexionsdoppelpunkt mit den 4punktig berührenden 
Tangenten : 

2=0,2+2y+o)csayg=(0; 

den Diametern der beiden Kreise X und £, GO und G@0,. Die Curve 4. Ordnung hat einen 
unendlich fernen Doppelpunkt. Die in dem zu g normalen Axenschnitte gelegenen Cylinder- 
kanten. Die Curve 3. Ordnung hat blofs die eine von g nicht berührte dieser beiden Kanten 
zur Asymptote. Die zur Cylinderaxe normale Gerade des Punktes @ ist stets eine Axe der 


Curve 4. Ordnung, folglich auch der Curve 3. Ordnung, wenn g Tangente von X ist. 
Durch die Substitution : 
ie 


sin y2 


U 


2=2z — cotg yala sin yz + y) 
gelangt man zur Gleichung der Curve in der Form : 
ey + BE + (Ber — (By + Dy2 — a) = 0 

bezogen auf die zur z-Axe normalen Gerade von G als y-Axe und die z-Axe. Der Punkt M, 
wo diese Gerade die Cylinderaxe trifft, ist alsdann der neue Ooordinatenanfangspunkt. Es ist 
in der Gleichung d = GM, a = K,M = K,M. In der Gleichung läfst sich + 2 mit — z 
vertauschen; folglich ist die Gerade 2 = 0, d. h. GM, eine Axe der Curve 4. Ordnung, wie 
behauptet wurde. Die Ourve 4. Ordnung hat noch eine 2. Axe, nämlich die Cylinderaxe, 
wenn g Diameter von Ä ist. 


10. Wenn der Cylinder zum Rotationscylinder wird (Winkel Er 53 = >), 


so fallen die Kreise des Büschels X und £ zusammen. Daher bleibt als Ort der realen Brenn- 
punkte des Ellipsenbüschels eine Curve 4. Ordnung in dem zu g normalen Axenschnitte. Ihre 
Gleichung lautet 


yy + a)? + Ay? rn) = 0. 
Wenn g Tangente von K ist, so zerfällt sie in die von g berührte Cylinderkante und in eine 
Curve 3. Ordnung 


Penn. 
Der Punkt @ ist ein Doppelpunkt der Curve 4. Ordnung, ein Knoten, wenn er innerhalb X 
liegt und zwar ein Inflexionsknoten, wenn er mit 0 zusammenfällt; er ist ein isolierter Punkt, 
wenn er aulserhalb X liegt und ein einfacher Punkt der Curve 3. Ordnung, wenn g die Tan- 
gente von K ist. @ mit 0 zusammenfallend hat als Inflexionsdoppelpunkt nur eine Tangente 
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@0 (Doppeltangente). Das Centrum O ist ein Doppelpunkt der Curve 4. Ordnung mit den 
realen Tangenten 
ap — re? —(. 

Er ist auch ein Knoten der Curve 3. Ordnung, wenn g Tangente von X ist. Die beiden 
Cylinderkanten des zu g normalen Axenschnittes sind die Asymptoten der Curve 4. Ordnung. 
Die Curve 3. Ordnung hat nur die von g nicht berührte Cylinderkante zur Asymptote. Die 
Curve 4. Ordnung hat einen unendlich fernen Doppelpunkt, nicht aber die Curve 3. Ordnung. 
Sie liegt stets symmetrisch zur Geraden @0. Wenn G mit 0 zusammenfällt, dann ist auch die 
Cylinderaxe eine Axe der Üurve. 


8 6. 


Die Scheitel der Kegelschnitte des Büschels liegen sowohl auf der Fläche der Axen als 

auf der Kegelfläche. Die Curve der Scheitel ist also durch das System bestimmt 
| 9x2 + K(y,z) = 0 
92 cos xzP(y,2)«® + H(y,2)E(y,2)e — cos zz2H%y,2) =0 | 
Sie liegt aulserdem auf dem Cylinder 
H?(y,2)E%y, 2) K(y,2) + 9° cos? a2(H*y,2) + Piy, 2)K(y, 2)) = 0. 
Die Gleichung stellt zugleich die Projection der Curve auf der Ebene yz dar. Man kann sie 
schreiben in der Form 
(Hr) 9) +29 cos y2.y+ const.)(H’y? + agy —r’2 9)’ 729). 99 y?—r7(2—9)?) 
a ea ay re 9) — re —8)8) 4. (9%y +0)’ rX2z—- 9)? — 2292 2) 
ea ng er a 

Folglich ist der Punkt $(0,9) ein vierfacher Punkt der Projeetion. Es ergiebt sich ferner, 
dafs er auch ein vierfacher Punkt der Curve der Scheitel selbst ist. Dieselbe besteht aus vier 


Zweigen, die sich im Punkte $ schneiden. — Die besonderen Gestalten derselben sind so ein- 
fach, dafs wir sie hier nicht zu betrachten brauchen. 


| 
| 


Lebenslauf. 


Am 19. September 1863 wurde ich zu Nieder-Ohmen geboren. Nach einer Vorbereitun; 
durch Privatunterricht trat ich Ostern 1878 in die Obertertia des Realgymnasiums zu Giel en 
ein, welche Anstalt ich Ostern 1883 mit dem Maturitätszeugnis verliefs. Hierauf studierte ie 
auf der N, Giefsen Mathematik und Naturwissenschaften und Pen die V 


Stelle meinen herzlichen Dank. . 


Oppenheim am 19. Juli 1888. 


‚P. Dittmar. _ 


